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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

TEMA 7. INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS.

1. Aproximacion de areas bajo una curva. Limite de la definicion, integral
definida.

2. Area comprendida por una funcion y el eje OX.

3. Area comprendida entre varias funciones
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Contexto con la P.A.U.

Los problemas relacionados con areas en selectividad aparecen, bien en cuestiones de
un punto, o bien en un apartado de un problema de funciones.

Por lo general, cuando las integrales definidas aparecen en cuestiones de un punto, se
suelen pedir las areas encerradas entre parabolas y rectas; y cuando estan en un apartado
de un problema de funciones, el area es la comprendida entre la funcion del problema y
el eje OX.

ANEXO:
Representacion de parabolas: y=f(x)=ax*+bx-+tc:
- Vértice en V(x0,yo0), donde x¢o=-b/2a y yo=1(Xo)
- Si a>0 funcién céncava hacia arriba (U), y si a<0 concava hacia abajo (M)

- Los puntos de corte con el eje OX son las soluciones de la ecuacion de segundo
grado ax*+bx+c=0. Nota:

=  Siyp>0ya>0,no corta con el eje OX
= Siyp<0y a<0,no corta con el eje OX
Ejemplo: FX2+5X+6
V(Xo.yo): Xg=—— = —2.5; yy=f(-2.5)=-0.25. Por tanto V(-2.5.-0.25)

5+V52-24
Puntos de corte x = ——— = {

:g > (-3,0), (-2,0)
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

1. Aproximacion de areas bajo una curva. Limite de la definicion,
integral definida.

Hay infinidad de funciones extraidas del mundo real (cientifico, econémico, fisica...)
para las cuales tiene especial relevancia calcular el area bajo su grafica. Vamos a
ocuparnos del calculo de estas dreas. Veamos un ejemplo practico; imaginemos que la
funcion v(t) representa la velocidad de un cuerpo en el tiempo, con la siguiente grafica:

Queremos calcular el espacio recorrido entre t=a y t=b, por dicho cuerpo. El espacio
serd igual al area comprendida entre la grafica y el eje de abscisas en el intervalo [a,b].

Una idea, utilizada desde la antigiiedad para medir areas, consiste en dividir el intervalo
(b—a)

n
siguientes puntos: a=x<x;<...<X,=b, donde x;=at+ €, x,=a+2 € ...

[a,b] en n pequefios tramos amplitud & = . Estos tramos tienen por extremos los

Podemos aproximar el 4rea como la suma de los rectangulos con base £ y de altura m;o
M;, donde m; es el menor valor de la funcién en el intervalo [x;,Xi+1], y M; el mayor
valor de la funcion en el intervalo [X;,Xj+1].

Veamos graficamente las areas calculadas:

=3

/|
Vv

R
FF]
P

a) Suma superior b) Suma inferior
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Designemos al area calculada en a) como suma superior de Rieman, S(f(x)), siendo la
calculada en b) la suma inferior de Rieman, s(f(x)).

Se cumple: S(f(x)) irea>s(f(x))

Los valores de las sumas de Rieman son:
*  S(f(x))=Mi(x1-x0)TMa(x2-X1)+... +Mp(Xp=Xp-1)
*  s(f(x))= my(x1-Xo)tmy(X2-X1)+. .. +Mp(Xy-Xn.1)

Es facil darse cuenta que cuanto mayor sea el nimero, n, de intervalos, y por tanto

cuanto menor sea £, mas se aproximaran al area exacta S(f(x)) y s(f(x). Asi si n—>oo,
s(f(x))=area=S(f(x)).

Se cumple asi que lims(f(x)) =1lmS(f(x)) = J-b f(x)dx, que es la integral definida de

f(x) con extremos a y b.

Regla de Barrow: Si F(x) es una primitiva de f(x), el valor de la integral definida de f(x)
es: Area= J.b f(x)dx = F(b)—F(a)

Ejemplo, sea un movimiento con aceleracion constante a, v=v, +at. Sea vo=40m/s y

a=g=-10m/s> > v(t)=40-10t. Queremos calcular el espacio recorrido desde t=0 hasta
que el cuerpo se pare t=4s:

v

N
(]

-

4

4

4
S:E(“O—mf)df:[“o’—%)lz} [t + pa*] =s, —s, =(404-547)-(400-50*)=80-0=80 m

0 0

2. Area comprendida por una funcién y el eje 0X

En el apartado anterior la funcion f(x) siempre estaba sobre el eje OX (f(x)>0). En el
caso de que la funcidén por debajo del eje OX (f(x)<0) el area que obtendremos por el
método de la integral definida sera la misma pero negativa.

De esta forma, para calcular el area comprendida entre la funcion f(x) y el eje OX,
tendremos que ver primero los intervalos donde la funcién es positiva, y cuando es
negativa. Supongamos que queremos calcular el area de la siguiente curva y el eje OX:
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Area=A+ArtAs= [ f@)dx— [ f(0dx+ [ f(x)dx

Conclusion, pasos para calcular el area entre una curva y el eje OX:
1) Calcular los puntos de corte de la funcién con el eje OX
2) Estudiar el signo de la funcién entre los puntos de corte
3) Calcular una primitiva de f(x), F(x).

4) Calcular el area en cada intervalo y sumarlas.

Ejemplos:
Septiembre del 2005. Prueba A.

PR-2.b) Calculese el area delimitada por la grafica de f(x) y las rectas x=-1, x=1, y=0.

In(1+x2), x>0

x? x<0

Corte con eje OX:

f(x)=0 2> In(1+x%)=0 > 1+x’=e"=1 2> x’=0 > x=0

Siendof(x){

Intervalo (-1,0) (0,1)
Signo f(x) + +
Area A= IO x’dx A= Il In(1+ x? )dx
-1 0
3 0
A1=J'°x2dx=x— —o0-[-1]=Lw033342
-1 3, 3 3

2
F= I In(1 + x?)dx =x-In(1+x%)- J' Zx ~dx =x-In(1+x?)-2x+2arctg(x)
1+x

e

u=In(1+x%) du = 2x —dx
I+ x

dv=dx V=X

Az= f; In(l+x*)dx =F (1) ~ F(0) = (In(2) ~ 2+ 2aretg(1)) ~ (0-In(1) ~ 20 + 2arcig(0))
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

=In(2)-2+2-m/4-(2-0)=In(2)+1/2-2=0,26-u>
A=A +A,=1/3+Hn(2)+1/2-2= In(2)+1/2-5/3=0,6-u’
Nota: el resultado de los arcotangentes, arcosenos y arcocosenos se dan en radianes.

Ayuda para el calculo de F(x):

J. 2x° dx=J-2dx—J. 2 =2x—2arctg(x)

7 =

1+x° I+x
2x* | x* +1
-2x*-2 2
-2
—

Junio del 2006. Prueba B
PR-2. b) Calculese el area de la region limitada por f(x)ij—:y las rectas x=0, x=20),

y=0.

Corte con eje OX: f(x)=0 =2 x=1

3

A,

Intervalo (0,1) (1,20)

Signo f(x) - +

, 1x—1 20 x —1
Area A1=-jx dx A2=jl i_ﬂdx

A=A +A,
A=— j lx—:dx =—[x—2In(x+D)], =-{(1-21In@2))-(0-2In(1))] = =(1-21n(2)) =0,37-u*
0 x
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A= fox—: dx=[x-2In(c+ D" =(20-2In@ 1) - (1-21n@)) =19-21nQ2 ) +2InQ) u’~14,3u>
X

[ ;‘:dpjldx—zjxdfl =x—2In(x+1)

A=18-2In(21)+4In(2) =14,67-u*

2Xx
x2+1

Ejercicio Calcular el area comprendida entre el eje x, x=-1, x=7 y la funcion f(x)=

Corte con el eje OX: f(x)=0>x=0

Intervalos (-1,0) (0,7)
Signo f(x) - +
. 0 2x 7 2x
Area A= e A=, S

2x

F(x)=] dx =In(x> +1)

x2+1

4, == 2 g =fin(x* + D], =~[n(D) - (In(2))] = n(2)=0.7 7

1x? 41
4, = [ =2 ar=in(x” + 1], = [(1n(50)) - (In(1)] = In(50) =3,90"
0 x"+1
A=In(2)+In(50) =~4,6-u*

3. Area comprendida entre varias funciones

Cuando queremos calcular el area comprendida entre dos funciones, f(x) y g(x),
tendremos que restar al area de la funciéon que estd por encima menos la funcién que
esta por debajo. Pasos
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- Calcular los puntos donde se cortan las dos funciones. Estos se obtienen
resolviendo la ecuacion f(x)=g(x),

- En los intervalos definidos por los puntos de corte vemos si f(x) estd por encima
de g(x) 2 f(x)>g(x) o por debajo 2> f(x)<g(x).

- El 4rea en cada intervalo es la integral definida con extremos los del intervalo y
funcion de integracion (f(x)-g(x)) si f(x)>g(x) 6 (g(x)-f(x)) si f(x)<g(x)

Ejemplo grafico:

N

Intervalo (a,b) (b,c) (c,d)
Encima g(x) f(x) g(x)
Debajo f(x) g(x) f(x)

Area A1=Jj gx)—f(x) | A= JZ f(x)—g(x) | As= f g(x)—f (%)

Ejercicios:
Septiembre 2006. Prueba A

C-4. Estudiar el area del recinto limitado por la curva y=x’-3x*+2x y su recta tangente
en x=0.

a) recta tangente, m=f"(0)=2 - (0,f(0))=(0,0) = y=2x
Puntos de corte f(x)= x’-3x*+2x y g(X)=2x
x>-3x42x=2x D>x>-3x%=0 > x=0, x=3

Grdfico de la funcion f(x) y la recta tangente:
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—4

Cuando no nos dan los intervalos de integracidon en X, entonces se supone que el area
pedida es el area entre sus dos puntos de corte.

Intervalo (0,3)
Encima 2x
Debajo X>-3x24+2x

7 _ 3 3 )
Area A= L 2x—(x° = 3x> +2x)

4 3 _
A=[ 20-(* =3¢ + 2xpte=| - 42| = 8 7)o (0) = 108827 o 6 5.2
0 4 ] U4 4 4

Junio 2006. Prueba A

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por la parabola y=-x" y la recta y=2x-3.
Puntos de corte f(x)=-x y g(x)=2x-3

—x’=2x-3 > x*+2x-3=0 > x=1,x=-3

Intervalo (-3,1)
Encima X
Debajo 2x-3

Area A= ﬁ (— x* —(2x— 3))dx
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R S 1

=(—%—1+3)—(9—9—9)=%“2 =10,7u’

15

i@

—4 -2 2

—15

Junio 2005, Prueba B

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por las graficas de las funciones
y0)=x", y=g(x)=x"/2, y=h(x)=2x

Puntos de corte graficas

f(x) y g(x)> x*=x*2 > x=0

f(x) y h(x)> x*=2x > x=0, x=2
g(x) y h(x)=> x*/2=2x > x=0, x=4

X2/2
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Intervalo 0,2) (2,4)
Encima x> 2x
Debajo x2/2 X2

Area A= .[02 (x2 - x%)dx A= E (2x — )dx

A= [ == [x—;jdx = {X—JZ = (%j ~(0)= §u2z1,3-u2

0

4

:(16—ﬁJ—(4—§) _12-20 8 e
) 6 6 6 3

Y SO VRN D
AQ—L (2x— A)dx—{x 6}
A=A +A=41’
Septiembre de 2004, Prueba A

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por las parabolas de ecuaciones respectivas
y=f{x)=6x-x" e y=g(x)=x"-2x.

Veamos los puntos de corte: 6x-x"=x"-2x >2x°-8x=0 > x=0, x=4

Intervalo (0,4)
Encima 6x-x°
Debajo X2-2x

Area A= J.; (6x —xt=(x* - 2x))dx

4
A:J:(6x—x2 —x’ +2x))dxzjj(8x—2x2 )a’x:{4x2 —2—;31) =(64—%gj—(0):%u2 ~20,lu’

—-18
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Septiembre de 2004, Prueba B

C-3.- Hallese el area limitada por las graficas de las funciones y:f(x):3x-x2, y=g(x)=2x-2

Veamos los puntos de corte: 3x-x"=2x-2 > x*-x-2=0 > x=2, x=-1

Intervalo (-1,2)
encima 3x-x"
debajo 2x-2 .

Area A= J._zl (3x -x’=(2x-2) )dx

3

2 2 RIS 2 8 11 9
A:I_l(3x—x2 _2x+2))a’x=J'_l(x—x2 +2))dx:{7—?+2x11 :(2—§+4j—(5+—_2j25

=4,5u°

Junio de 2007, Prueba B

C-4. Hallese el area limitada por las graficas de las funciones cuyas expresiones
analiticas son y=f{x)=x"-4, y=g(x)=3x-6

Puntos de Corte: x*-4=3x-6 > x>-3x+2=0 > x=2, x=1.

Intervalo (1,2)
Encima 3x-6
Debajo x4

Area J; ’ (3x —6—(x" — 4))dx

\’3

) 2
A:J‘lz(3x—6—(x2 _4))dx:J'12(_x2 +3x—2)dx:{—x—;+%_2x}

8 13
(= +6-4)—(—=+>-2)=0.17 u’
(5 +6-4) = (3 +2-2)
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Junio 2004. Prueba A

PR-1. Sea la funcion y=2-¢>".

b) Calculese el area de la region plana comprendida entre la grafica de la funcion y las rectas
x=1yx=-1.

y=2e = 2:e* si x<0
2 si x>0

Veamos si f(x) corta el eje OX: (y=0) > 0=2-¢2*-> no solucion. Luego solo hay que
considerar en el intervalo el valor x=0 (donde cambia de expresion analitica). Se cumple
que f(x)>0 en todo intervalo:

Intervalo (-1,0) (0,1)
Area A1=I12'ezxdx A2=J:2'e_2xdx
L 2x
F(x):j2.62x:2e :eZX
2.e*
G(x)=|2e =— =—e
=] .

A= [ 2e dr=F(0)-F(-)=1-¢? = 0,86 u’

A—fz-“d = G(1) = G(0) =~ 0,86 1>
=[[ 27 dx = 6() - 6(0) =086 u

A=A1+A2 =172 u*

Junio 2005. Prueba A
PR-2.- b) f(x)=e*™*" calciilese ff xf (x)dx.

J-13xf(x)dx = J‘l3x_e1_x2dx =F(3)-F(1)= _%(6—8 —60) ~05

F(x) =J. xe'

dr__ —lj‘ e'dt =—lel_"2
2x 2 2

= =t & —2x=dt — dt =3
—2x
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Junio 2004. Prueba B

PR-2.- Sea f{x)=x’+ax’+bx+c. Determinense a, b y ¢ de modo que f{x) tenga un
extremo relativo en x=0, la recta tangente a la grafica de f{x) en x=1/ sea paralela a la
recta y-4x=0, y el area comprendida por la grafica de f{x), el eje OX 'y las rectas x=0,

x=1,seaigual a 1.
Calculemos las derivadas > f ’(x)=3x*+2ax+b
a) Extremo relativo en x=0 = {"(0)=b = b=0
b) Recta tangente en x=1 y paralela a y=4x = f’(1)=3+2a=4 - a=1/2

4 3 !
¢) f(x)=x>+0.5x*+c QJ‘;(xS +0.5x° +c)dx={%+%+cx} :i+%+c =1-2>c¢=7/12

0

Junio 2007. Prueba A
PR2- b) Sea f(x)=——

x2-1"
x=—4,x=-2.

Calcular el area de la region limitada por dicha grafica y las rectas

Veamos en este intervalo si la funcion esta por encima o debajo del eje OX—> f(x)=0 2>
x=0. Ademas tiene asintotas verticales son en x=1y x=-1. Pero ninguno de estos valores
de x estdn en el intervalo (-4,-2) y por esto f(x) mismo signo en este intervalo:

Intervalo (-4,-2)
Signo(f(x)) -
. -2 X
Area A=- _[4 R dx

X 1 2x 1
F(x)=j x2_1dx=5j xZ_Idx=51n(x2—1)

A=- j_z Y dx=(F(-2)-F(-4))=-(0.5In(3)-0.5In(15))=0,5In(5)=~0,805u>

2
“4x°—1

-3
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Junio 2008. Prueba B

sen(x?)

PR2- Sea f(x)—{ x '

x%? —2x six<0

SEX> 0 p) Caleular [727x? £ (x)dx

Como (\/ﬁ, \/21‘[) cumple que x > 0 es la segunda expresion de la funcién

oz, _mzsen(xz) _Jﬁ 2 _1@ 2 _
X f(x)dx = X dx—L; xsen(x )dx—a.[/; 2xsen(x”)dx =

= {— lcos(xz)}m = —1(005(27z —cos(7)) = —l(l -(-1)=-1
L2 s 2 2 -

Junio 2007. Prueba A

C-4.- Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y=In(x), el eje OX y las
rectas x=1 y x=2.

Tenemos que ver el signo de la funcion en el intervalo (1,2):

In(x)=0 >x=e¢"=1. Como 1¢(1,2) la funcién no cambia de signo, veamos el signo:

Intervalo (1,2)
Signo(f(x)) +
7 2
Area A= J.l In(x)dx

F(x)= j In(x) =xIn(x) - j xd—; = x(In(x) - 1)

u=In(x) — duzﬁ
X

dv=dx - v=x

A= [ In()dx =F(2)-F(1)=[2-1n(2)-2-(In(1)-1)]-2In(2)-1=0.39-u

Septiembre 2007. Prueba B

PR-2.- Sea la funcion f(x) =
eje OX vy las rectas x=-2, x=2.

x
x2+4"

El 4rea de la region limitada por la grafica de f, el

Tenemos que ver el signo de la funcién en el intervalo (-2,2):

f(x)=0 = x=0. Como 0 (-2,2) cambia de signo:

Intervalo (-2,0) (0,2)

Signo(f(x)) - +

, 0 2
Area A1=-j2 224dx A2=I i dx
2 x
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X ¢ 2x
dx =—
x> +4 2'[x2+4

F(x)= j dx :%m(x2 +4)

1

Ar= fz xzi4 dx= _% In@)—In@)] 5 InQ) = 0354 ‘
el el-tooeose T

A= A+ A=In(2)=0,7 u?

-0.6

Septiembre 2005. Prueba B

PR-2.- Sea P(a, sen a) un punto de la grafica de la funcion f(x)=sen(x) en el intervalo
[0,7]. Sea r la recta tangente a dicha grafica en el punto P y A, el area de la region
p

determinada por las rectas r,, x=0, x=7, y=0. Calculese el punto P para el cual el 4rea 4,
es minima. (Nota: Puede asumirse, sin demostrar, que la recta r,, se mantiene por encima
del eje OX entre 0 y 7)

Calculemos la recta r,: m=f"(a)=cos(a) y que pasa por P(a, sen(a))

rp: y=cos(a)(x-a)+sen(a)=cos(a)x-a-cos(a)+sen(a)

cos(a)x’

5 +(—acos(a)+ sen(a))x | =

0

A= Lﬂ (cos(a)x —acos(a) + sen(a))dx = {
1 2 1 2

= Ecos(a)ﬂ' —arncos(a)+ men(a)—0 = 5 cos(a)mr” —armcos(a)+ msen(a)

Luego la funcién a minimizar es f(a)= %cos(a)iz'2 —armcos(a)+ msen(a)

f'(a)= — %sen(a)iz'2 + amsen(a) — rcos(a) + wcos(a) = sen(a)ax — x> /2) =0

an-n*/2=0 > a = % , sen(a)=0-> so6lo a=0. Sélo a = % €(0,m)

Demostremos que para este valor de a el area es maxima f’ ’(a)=cos(a)(am-1*/2)+Tsen(a)
f (E )>0 minimo.

Luego la recta es y= cos(g)x- g-cos(g)Jrsen(g) 21, y=1.
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